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Q Semimartingales et Temps local Q

On se place sur un espace de probabilité complet (2, F, F;, P), vérifiant
les hypotheses habituelles.

Dans tout I'exposé, X = Xo + M + V est une semimartingale continue,
avec M martingale locale continue et V' processus continu a variation finie.

On note < X >=< M > la variation quadratique de X.

Théoreme (formule d'Itd)

t 1 t
f(X:) = f(Xo) +/0 f'(Xs)dXs + 5/0 f"(Xs)d < X >5, f eC?R)
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Introduction

La mesure aléatoire g — fot g(Xs)d < X > est absolument continue par
rapport a la mesure de Lebesgue :

Définition

Il existe une famille de processus (L5(X),x € R, t > 0) appelé le temps
local de X, telle que pour toute fonction g borélienne positive définie sur
R,onapsVt>0:

/tg(Xs)d <X >s= / g(a)L2(X)da.
0 R

Quelques propriétés du temps local :
® VaeR, t — L] est croissant.

© (a,t) — LI(X) est p.s continu en t et cadlag en a.
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Introduction

Theorem (Formule de Tanaka)
Pour tout a € R,

t
1
(Xt — a)+ — (XO - a)+ +/0 ]I{Xs>a}dXs + EL?(X),

t
1
(Xe— )" = (Xo—a) — / T, <ap0Xs + 5 L3(X).
0

Theorem (Formule d'lté-Tanaka)

Soit f une fonction convexe, alors

F(X) = f(X0)+/0t fi(Xs)dXS-i-%/RL;‘f”(dx),
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@ Diffusions réversibles @

Retournement du temps : pour T > 0 fixé, on pose
Xy=Xr_y, u€l0,T]

Quelles hypothéses imposer a X pour que le processus retourné X soit
encore une semimartingale ?
[3 F. Russo, P. Vallois, and J. Wolf.

A generalized class of Lyons-Zheng processes.

Bernoulli, 7(2) :363-379, 2001.
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Introduction

Théoreme (diffusion réversible)

Soit X une diffusion qui vérifie X; = Xo + fo s, Xs)dBs + fo Xs)ds,
avec

vVt € [0, T], X: a une densité p(t, x)dx,
o, b sont conjointement continus,

0%(s,.) € W,f,j(R) b(s,.) € WEL(R), xp(s,.) € W2°(R),

loc loc

pa3(s,.) € W,OC( ) pour presque tout s € [0, T],
| 22,22 € 11([0,1] x R), t €]0, T],

Alors, ()?u)ue[ 0,7] est une diffusion qui vérifie
)~<u = X1+ fou o(T — s,)?s)dﬂs + fou B(T — s,)~(5)ds, ot 3 est un

mouvement brownien sur un espace pouvant étre élargi et b(s, x) est

explicite.
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Q) Mode de convergence Q

Définition (Notation ucp)
On dit que (ng))go converge vers (H¢)¢>o0 uniformément sur les

compacts en probabilité (notation ucp) si

YT >0,lim sup |H9 — He| =0 en probabilité.
e—~00<t<T

On se place donc sur un intervalle [0, T]. Pour X une diffusion réversible,
on cherche un (ou des) schéma(s) qui converge(nt) en probabilité vers le
temps local LY(X) , uniformément sur [0, T].

En réalité, on va utiliser deux types de convergences : la convergence

presque siire et la convergence dans L2
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Un schéma d'approximation : Je(t)

Pour X un processus continu, f, g deux fonctions continues, on considéere

1/0 (f(X(5+€)/\t) - f(Xs)) (g(X(s—I—e)/\t) - g(Xs)) ds.

€

Si X est une semi-martingale continue et f, g € CO(R), alors cette
quantité converge au sens (ucp) vers < f(X), g(X) >.
[A F. Russo and P. Vallois.
Stochastic calculus with respect to continuous finite quadratic
variation processes.
Stochastics Stochastics Rep., 70(1-2) :1-40, 2000.
[3 F. Russo and P. Vallois.
Elements of stochastic calculus via regularisation.
Séminaire de Probabilités, XXXX, Lecture Notes in Math, 2006.
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Un schéma d'approximation : Je(t)

Soit y fixé. Pour f(x) = x et g(x) = 1,y (non continu), on note la

quantité précédente

€

1 t
Je(t’y) = /(; (]I{y<X(s+5)/\t} B II{Y<X5}> (X(5+€)At o XS) ds.

La mesure J.(t,y)dy converge dans un certain sens vers L (X)dy.

Proposition
im(ucp) | F)I(E)dy = [ ALy, vF € C(R).
e R R

Est-ce que J.(t,y) converge vers LY (X) pour y fixé?

Note : Dans la suite, on prend y = 0 et J(t) = J(¢,0).
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Un schéma d'approximation : Je(t)

Théoreme
Si X est une diffusion réversible vérifiant les hypotheses du Théoréme 5,

alors
lim  (ucp) Je(t) = LY(X).

[3 B. Bérard Bergery and P. Vallois.
Approximation via regularization of the local time of semimartingales

and brownian motion.
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Décomposition de Je (t) et résultats supplémentaires

On décompose J.(t) en deux termes :

Je(t) = S (1) + (1),

avec
1 L[f
Je (t) = E /0 X(u+e)/\t:“{xu<0} + X(u+e)/\t]I{Xu>0}du’
1 t
2 _ - +
Je (t) = Z/O‘ Xu ]I{X(u+5)/\t>0} + XLI ]I{X(u+e)/\t<0}du'
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Décomposition de Je (t) et résultats supplémentaires

Théoreme

Si X est une diffusion vérifiant les hypothéses du Théoreme 5, alors

1) lim (ucp) JH(£) = 5L9(X).

2) lim (ucp) Jf(t):%L?(X).

e—0

En additionnant les deux points, on montre la convergence de J.(t) vers
L9(X).
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Décomposition de Je (t) et résultats supplémentaires

Théoreme

Si X est une diffusion vérifiant les hypothéses du Théoreme 5, alors

1) lim (ucp) JH(£) = 5L9(X).

2) lim (ucp) Jf(t):%L?(X).

e—0

En additionnant les deux points, on montre la convergence de J.(t) vers
L9(X).

© Le point 1) est vrai si X est une semi-martingale continue. Le

caractere réversible n'intervient que dans le point 2).
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Décomposition de Je (t) et résultats supplémentaires
@ Décomposition de J.(t) Q
On transforme les indicatrices :

Tixrone>0) — x>0y = Tixgae0.%<0) = T g pe<0.X:>0)-

On reporte dans J(t)

Je(t) =

a |

S~

]I{X(5+e)/\t>0,xs <0} X(S+E)/\t
]I{X(5+€)/\t>0»xs <0} ( _XS)

]I{X(s+e)/\t <0,Xs>0} ( _X(S+E)At)

+ o+ +

]I{X(5+6)At<0,xs>0}xs ds.
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Décomposition de Je (t) et résultats supplémentaires

On remarque que :

X(s+e)At]I{X(s+e)M>0} = X(Jsr+e)/\v

“XstontdXegae<0t = Xispone
—Xslix.<cop = Xs»
Xslix>0p = X
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Décomposition de Je (t) et résultats supplémentaires

Ainsi,
Je(t) = / (u+e /\t]I{Xu <0} + (u+e)/\t]|{xu>0}du
ne
1/t n
+ Z o XU ]I{X(u+e)/\t>0} + XU ]I{X(u+e)/\t<0} du.

-~

J2(1)
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Q Plan Q)

P2

@ Idées de preuve

Temps local Bérard Bergery Blandine



@ Convergence de J!(t) @

On étudie

1 t
1 _ =+
Je(t) = E/O X(u+e)/\t]l{Xu <0} T (u+e)/\t]l{XU>0}du'
D’apres la formule de Tanaka

{ X(—:-i-e)/\t - X++f rene Iix.>01dXs + 3 (L?uﬁ—e)/\t(x)_LO(X))7
(u+6)/\t = Xu__flfu—i_e)/\t]l{ .<0ydXs + 3 ((u+e At X) = LY(X)).
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Idées de preuve

Multiplier par les indicatrices donne

Ix,<o Xlrane = /. Lt Tix,<0,x:>01dXs
1
+ {Xfo} (L?que)/\t(X) - LB(X))’
Lix,>01 X (s one = SN 0., <0y 8Xs
1
+=Z (LD, ae(X) = LY(X)).

En additionnant, on obtient trois termes car les indicatrices devant les
temps locaux se simplifie. Cette simplification est importante pour la

démonstration.
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Idées de preuve

1 [t (ute)At
€ /0 / Tix,>0,x,<01dXs | du
u

1 [t (ute)At
_E/O / Tix,<o0.x,>03dXs | du
u

1 t
50 | (Lron00 = L5X))dur

Les deux premieres lignes convergeant vers 0, la limite de J2(t) est donnée

par la limite de la troisieme ligne.
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Idées de preuve

Convergence de »- fO(L(quE A (X)) = L3(X))du.

1 5 1 t (u+6)/\t 0
o [ W0 - 0080 = o [ [ g0 o

Par le théoréme de Fubini, on a

1 [t 0 1 [fshe
3c | Cron00 = 1500)du = 5 [ 22Canx),

€
Par le Théoreme de convergence dominée :

1 t 1 [t 1
tim e [ (W) = 18000 — 5 [ d120) = 51800).
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Q) Si on n'avait pas simplifié les indicatrices... Q)

Etudions par exemple L [ ]I{Xu>0}(L(()u+€)/\t(X) — L9(X))du.

Par le théoreme de Fubini, on a

1 t
2¢ Jo

1 [t(1[° 0
(L )

%f(ssieﬁ 1(x,>0ydu converge vers Iyx -0y, presque slirement par rapport a

]I{Xu>0}(L[()u+e)/\t(X) — L%(X))du =

la mesure de Lebesgue. Mais dL%(X) est une mesure singuliere par rapport

a la mesure de Lebesgue. On ne peut donc pas conclure.
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Idées de preuve

Convergence de %fot (flfwe)m ]{xs>o,xu<0}dxs) du.

1 [t (ute)At
Z/O / Tix,>0,x,<0ydXs | du =
u

1 [t (ute)nt
Z/o / Tix.>0,x,<0ydVs | du
1 [t (ute)nt
+E/0 / Iix.>0,x,<0ydMs | du.
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Idées de preuve

Pour le premier terme, on applique le théoreme de Fubini, et on a

t 1/5
1 - 1 du | dVs.
/0 {xs>0}<6 (oo D050} ) s

Pour tout s € [0, T] tel que X5 > 0, comme t — X; est continu,

%f(ss_e)+ Iyx,<oydu = 0 deés que € est assez petit. Ce terme est borné par

1, donc par théoreme de convergence dominée

t 1 S
i - Vs =0.
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Idées de preuve

Pour le deuxieme terme, on utilise une version stochastique du théoreme

de Fubini et on a

t 1 s
/0 Iix,>0) (e /(5_6)+ ]I{xugo}du) dMs.

On passe par la formule de Doob :

2
t 1 s
E | sup (/ ]I{Xs>0} (/ ]I{xugo}du> dM5> <
te[o,7] \Jo € J(s—e)t

T 1 s 2
4E / ]I{Xs>0} / ]I{Xugo}du d< M >,
0 € J(s—e)*

Par le théoreme de convergence dominée,le deuxieme membre de

I'inégalité converge vers 0.

Temps local Bérard Bergery Blandine



Idées de preuve

Convergence de 1 [} (fu(uﬂ)/\t ]{ngo,xu>o}dxs) du. Comme

précédemment, on décompose ce terme en

1 [t (u+e)At
6/0 / Iix.<ox,>0ydVs | du

1 [t (ute)nt
e /0 / ]I{Xs<07xu>0}dMs du.
u

€

A la différence du terme précédent, 1 x <o} contient une inégalité large,
donc la méthode précédente ne marche pas directement. En effet, pour s
tel que X; <0, %f(ss—sﬁ 1{x,>0ydu converge vers O presque slirement par
rapport a la mesure de Lebesgue. Mais comme on n'a fait aucune
hypotheses sur I'absolu continuité de dV et d < M >, on ne peut pas

conclure.
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Idées de preuve

Pour le premier terme, on va donc utiliser 17x, -0y :

t 1 [lutent
/O]I{Xu>0} 6/ ]{ngo}dVS du.

Pour tout u € [0, T] tel que X, > 0, comme t — X; est continu,

(% flf“Jre)/\t Iix,<01dVs = 0 dés que e est assez petit. Ce terme est borné

par la variation totale de V/, donc par théoreme de convergence dominée

t 1 (u+e)At
|II’T?)/ :“{Xu>0} 6/ ]I{ngo}dvs du=0.
v Jo u
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Idées de preuve

Pour le deuxieme terme, on utilise une version stochastique du théoreme

de Fubini et on a

t 1 s
1 - 1 du | dM;.
[ (2 e

On passe par la formule de Doob :

2
t 1 s
E | sup /]Is / Tex,>ordu | dMs <
te[O,T]( 0 {X:<0} (6 (s—e)t X>0} ) )

2
T 1 s
4FE / ]I{ngo} (/ ]I{Xu>0}du d< M >
0 € J(s—e)*t

[l reste a établir la convergence du second membre de I'inégalité vers 0.
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On le décompose en
2
4E | [y Vxcop (% Joor ]l{xu>0}du) d<M>s|+
2
4E | Jy' ix—0) (% Joeor ]'{xu>o}d”) d<M>s

Comme on a l;x .y dans le premier terme, la convergence vers 0 vient du
théoreéme de convergence dominée. Pour le deuxieme terme, remarquons

2
que (% f(ss_E)Jr ]I{Xu>o}du) est borné par 1 et que, par la formule de

densité d'occupation :

T
/ ]]{sto}d <M >s= / ]]{Xzo}[_)f,—dx =0.
0 R

Donc ce deuxieme terme est nul.
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@ Convergence de J(t) @

On étudie
J(t) = / X VX om0y T Xa Tix o0 <0 dU-

L'idée principale est de se ramener de J? 3 J! par retournement du temps.

On commence par écrire :

2t / X7, 00p + X Uix,. <0y + Re(t).

Re(t) est une notation générique pour un terme de reste convergeant

presque slirement vers 0, uniformément en t.
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Idées de preuve

On retourne le temps par le changement de variable s=T —u — ¢ :
) 1 T—e
Je(t) = - / X7 s dxr_ 0y + X7 Jixr_o<opdu + Re(t).
—t

En utilisant X, = X7_,, on arrive a

2
Je(t) = / Xis+ont iz >01 T X(s+e)/\T]I{X <oy + Re(t).
On reconnait donc le terme JX(t) pour X, qui est une semimartingale.

lim (uep) 2(£) = 3(L3(X) — 1% (X)).
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Idées de preuve

Pour finir, on utilise la continuité a droite de a — L‘QT(;() et la formule de
densité d'occupation pour écrire
~ ~ 1 17 ~
L9(X) = LS _,(X) = lim —/ 1 d<X>,.

7, 10<Xu<a}

Comme < X >,= Jo oX(T - s,Xs)ds, on a

" N T
50 = 1500 = lim | Vo, cap®(T = . X7 )d
a— ¢
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Idées de preuve

Le changement de variable s = T, donne

. . t
19(X)— 1% (X) = lim /0 T0ox,<ay0%(5. Xe)ds.

a—0

t
0

a—0

= LX)
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Q Et si on coupait les cheveux en quatre.... 7 Q)

D’une maniére évidente, on peut encore décomposer JI et J2 en une

somme de deux termes. Au final, on a quatre termes :

o
Go
—~~
~
p—
Il

1/t
6/0 X(u-i-e)/\t]I{Xu>0}du’

1 t
4
() = 6/0 Xaronedix.<oydu,

1 t
5 _ —
Je (t) - E /0 XU ]I{X(u+e)/\t>0} du,
6 LA
Je (t) = g /0 XU ]I{X(u+s)At<0}du’

Il parait naturel de se demander si chacun de ses termes converge vers
179(X). Nous n'avons pas de réponse pour les diffusions réversibles en
2kt p

général.
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Idées de preuve

Théoreme
Si X est le mouvement Brownien standard

lim (ucp) 2(t) = LX),

e—0

lim (uep)4(t) = LX),

e—0

lim (up)J5(t) = LX),

e—0

lim (ucp)o(t) = ~L%(X).

e—0
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Idées de preuve

On présente rapidement les idées de la preuve pour J3(t). On remplace
X(ute) P2 E(X(u+€)lfu) . Par les propriétés de semi-groupe de X, on
montre que E(X(,4¢)/Fu) = f(%+), avec f une fonction. La formule de

densité d'occupation donne :

1/t X 1 [ x

= [ (5 du= = f(=)Lydx.

F A= (€>tx
Le changement de variable /ey = x donne [ f(y)L;" dx. Finalement, on
montre la convergence vers [ f(y)dxL? = %L?(X).
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