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Introduction

Modeles de spin sur réseau avec groupe continu de symetries,
+ N\
G = O (2) pour le modele XY.

1. Cas classique: le modele de Kac

. . . N . 2
Le Hamiltonien, restreint a un domame z
(par exemple un carré) est de la forme:

1 . . . —
Hy(0p) =5 ,-Zm PINi=i)ap)op (), oA() DS

Ja symetrie radiale, est le potentiel d'interaction a
support compact, ferromagnétiquez 0), | J =1
ety=0 un petit parametre.




Les proprietés physiques interessantes (comme la transition
de phase), ont lieu dans la limite thermodynamigue, «

Pour le modéle de Kac, on prend d’abord la linjte- «
puisy - 0

A I'équilibre thermodynamique a la température invefse
le systeme est décrit par sa mesure de Gibbs:

Zﬁl,y exp[—ﬁHy © )}u (do)

oliu(do)=[] v(do, (i)) estla mesure canonique gdr] S
DA

Hp ,(dO)=

et g, (fonction de partition) est un facteur de normalisation
qui fait del/; , une mesure de probabilité




Absence de brisure de la symetrie continue + unicité de I'état de
Gibbs a toute température.

Apparition d'une transition de phase de seconde ordre:
excitations topologiques (vortex), décrites par Kosterlitz &
Thouless.

Pour créer des vortex en volume fini, On applique un champ
magnétiqgue al'extérieur de facon a orienter les spins dansles
directions voulues (polarisation). (cf équations de Ginzburg-
Landau).



Mesure de Gibbs — Image par la transformation de « blocs-
spins »

(moyennisation des spins sur des boites de taille intermediaire
l<x 0/y < diam(A)

variable "'spin" _, variable « magnétisation ».

Les configurations d‘équilibre, données approximativement par
les points critiqgues de la fonctionnelle d‘énergie libre
““multicanonique”, présentent a l'intérieur du réseau une
configuration de vortex.

Multiplicité algebrique totale = le degré de vorticité sur le bord du
domaine.



2. Cas quantique: spin’2, Interaction entre plus proches
Voisins

Le systeme en volume finie est régie par le Hamiltonien:

1
H (o) = T2, . 2 (UiXDUjX"'UinUJ‘y)"'hZUjZ
iy gy, OA j
2 2 2N
(operateur sun~ (A)O C = C  N=|A | )
avec

A ) o

hUJR =champ magnétique




Que faut-il entendre par la vorticité quantique?

Pour répondre a cette question on va encore favoriser I'apparition
des « vortex » en polarisant les matrices de Pauli sur ledfbrd

du domaine. La vorticité doit avoir un caractere matriciel et non
vectoriel comme dans le cas classique.

En 1-d, les propriétés des systemes quantiques de spin sur réseau
sont bien comprises (chaine XY), grace a la transformation de
Jordan-Wigner.

Propriétés a I'équilibre (états KMS):E.Barouch & B.Fuchssteiner,
E.Barouch & Mc-Coy, H.Araki ...

Propriétés hors équilibre (NESS): W.Aschbacher & C.A.Pillet, ...



En 2-d, pas de transformation de Jordan-Wigner.

Méme pour des transformations approchéees (E.Lieb, T.Schultz
& D.Mattis ...) on ne connait pas avec précision la dynamique
engendree pan- 5(A)=i[H, Al sur l'algebre des observables
localesO , (matricesnx2N  a coefficients complexes munie du
*-produit) en volume Infini.

On va donc se limiter ici a des simulations numériques sur
réseaul.



Le cas libre

L'analogue quantique en dimension finie de I'état de Gibbs a
température inverge est donne par la forme linéaire (état KMS)

- BH I\
wp:0-C w (A):Tr(e
s P Tr(e_'BH)

On désigne pad [ 1 0 la sous-algébre des matrices diagonales par
blocs2x2 (fonctions a un point supportées auxiSites )
eto, 0O une sous-algebre reelle, de dimengion

Exemple 1. La sous-algebre « canonique » engendrée par les
matrices:

i i i . .
(A, A =(Aiicjk<2  donttous les blocs diagonaux de taille
2x 2sont nuls a I'exception de celui attache aujsite et qui vaut:

ka{aa 3, 5}



i
2. Q, est la sous-algebre en engendrée par les matAcksy
avecal =a, D{ LiocX igY ,igZ} (matrices de Pauli)

On munitO du produit scalairéA | B) = Tr(B* A

Sio~= (Ajk)]_,<|\| kjk<2 comme ci- dessus est une base (B.O.N)
deQ, , on considére les composanﬁ& de la forme limgaire
dans sa base duale.

En chaque site(¢g (Al ik 1<jk<2  €stdoncun VECTEG¥ de
auguel on va assomer modulo le choix d'une numérotation des
coordonnees, le méme en chaque site, une MATRKZE



Définition 1:

Fixons le choix de la base canoniqu@ . On appeltace de
vorticité au sitel , relative a la bage , et a la température inverse |,
la matrice symetrique

i _
Qlp(9)=

wg(Ay) wp(A)
wa(Ayy) wg(Ayy)

La matrice Wig(d):dﬁ(d)—Tr(d 4(d)1d  est appelée matrice de vorticité
réduite au sité .

Exemple: A={1,2} est un réseau a deux sites. On trouve

1 s w2 myeten2B(l O
¥plo)="¥p(0)=, tanh E(o —J




Pour des reseaux plus grands, on donne des valeurs numémques a
On oubliera le facteur de normalisatmr(e"ﬂ"').

ObservationPour toute B.O.N d&r  obtenue comme N copies
identiques d'une B.O.W de’ , Il existe une numérotation
(b deb telle que

K< j k<2

NOIOA (W (0)Z=Alp(b)ld ()20
)0 OA  dety 0)x0

On a définia); ) de fagon analogue )
Les matricesv'ﬂ(b) sont donc des matrices de similitude indirecte.
cette propriété sera toujours verifiee.




Définition 2:
On dira quej 0 A est wortexssi pour une B.O.Ny  d&, qJ,EB(b)

admet une valeur propre nulle, ou bien deux valeurs propres
égales ou opposees. On appsdigulieresles matrices de vorticité

gui ne sont pas des vortex

On observe gu’il on est de méme pour toute autre B.O.N.

Le cas libre est completement dégénere pour les petits réseaux au
sens ou tout les points sont des vortex (aux effets de bords pres)

On peut toutefois s'attendre a ce que de « vrais vortex » ala
Kosterlitz Thouless, apparaissent spontanément dans la limite

thermodynamique




Classes d’equivalence des B.O.N

1. La base canonigde ,h?‘o]'[d] , al@iﬁsb) a une valeur propre

double aux vortex.
2. Labases ,ou

_1(1 0 (0 O 0 1 1(-1 0
Y11 \/5(1 O] wlZ_(o :J w21:(0 Oj ‘ﬂzzzﬁ(l Oj

Sibo|y] alorsziﬁ(b) ~a deux valeurs propres opposées aux vortex,
et doncg'ﬁ(b)zga'ﬁ(b)
3. Labasey , ou

_1(00p :_}(1 1} N :i£0 2) Xll:@(s —1)
MTpla 1) 1272011 A7 gl -1 6\-1 -1

Sibolx] , alOl’Sziﬂ(b) a une valeur propre nulle aux vortex.



Cas d’une polarisation sur le bord du réseau.

On complete a présent le réseau par un environneInent?
(constitué d’'une ou plusieurs enceintes). Sur lequel les matrices de
Pauli sont polarisées dans des dlrecttgjryjsm \

Dans I'expression d&l  défini sbitJOA | lordgidé , on
remplaceo; parg (€)= ﬂeaﬂe dfg est le projecteur
orthogonal dans la dlrectlon(‘“‘os(éZ )J

sin(é@.)

AINsl  gX(8)=(sin(2§ )1, , a¥ @ ¥ O
|

Comme dans le cas libre on fait la méme observation sur la nature
des matrice de vorticité, mais de plus les vortex sont isoles, et on
peut déterminer la monodromie de I'application wiﬁ(b) par
rapport a ces points, qui he dépend pas du choix de la base b




Exemplel: |A|=5, pA |=§ polarisation radiale sur le bord.
Ce modele est soluble exactement, car on connait le speétre de

spe¢ H :{0(14), =\ 17/ 257 /4(2A,=t 2/4(2);/11:1\/ ﬂ_z57/4}(:

La matrice de vorticité (relative a la base canonique) s’exprime en
fonction decosh@@}, ), cosh@l, ), cosBl,

A toute température la matrim%(é):o “(au centre) et en les autres
sites, les matricess‘ﬁ(cf) sont réguliérlé;xsc}) est toujours la
matrice d’'une similitude indirecte du plan.
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Exemple3

1

T;:b* ' -
49

Rﬂ;ﬂ“" \_«; Kﬁiﬁ ]

Y
I A~
s A
; 3 4 5 : 7
| A |= 13, PA |=28 (2 enceinted,= 1, bas:



Exemple4d
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Exemple5
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Monodromie

On commence par définir le (carré du) degré a l'infini d'une
application différentiable définie se? & valeurs dans les matrices
de similitude, uniformément elliptiques a l'infini par

(deg, M)P=det™ [ M7LEHM &), Re ¢

_ Ty 1
et on vérifie que XER

det™ | MLp)dM po=dets [ dM ML (x)

ZHVFR ZHVFR
On a (deg, M )Y 0,1,4,9,}.
De la méme maniere, on définit le carré de son degre local (ou
défaut topologiquejeg, M)f  pourvu que) soit inversible pour
X#Xyen intégrant sur un petit contour autoursge




Pour une application définie sur le résgau , on peut donner un

sens a l'integrale en remplacant de facon usuelle la difféerentielle

par des différences finies.

On s'intéresse alors a la monodromiedeiﬁ(b) dans la limite
N\ - o en fonction den

On vérifie que n°=(degt's GV, ¥

On s'attend d'autre part a ce que la vorticité algébrique totale soit

conservée, mais il est clair que la seule connaissance du carré du
degré ne suffit pas a caractériser la monodromie des matrices de

vorticité, il faut encore « suivre» la base des vecteurs propres de
lP‘ﬁ(b) en fonction du site (les 2 valeurs propres semblent
s'échanger en oscillant d'un site a l'autre.)



