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1 Introduction

Soit (X;);en une suite de variables aléatoires indépendantes, identiquement
distribuées et centrées, et S,, : = X; + --- + X,,.

Dans de nombreux problemes concrets, en particulier la construction d’in-
tervalles de confiance pour une moyenne, on a besoin d’informations précises
sur la vitesse de convergence de % vers 0.

Ce probleme a été étudié abondamment. On a, par exemple, le tres joli
résultat suivant :

Theoréme 1.1 (Hsu, Erdés, Robbins) :
Il y a équivalence entre

1. EX? < 400

Su
n

2.Vt > 0, +ZOOIED( > 1) < +00.
n=1

Des résultats de ce type expriment la “bonne vitesse de convergence” a
I’aide des fonctions de répartition des %

Une autre facon naturelle d’exprimer une “bonne convergence” est de dire
que des moyennes associées a la suite (%) convergent “rapidement” vers
0.

Nous allons préciser cette idée pour plusieurs types de lois des grands
nombres : Cesaro, Kolmogorov, Marcienkiewicz-Zygmund.



2 Rappels et généralités

2.1 Convergence au sens de Cesaro de suites de variables aléatoires

Définition 2.1 :

Soit (X;);en une suite de variables aléatoires réelles, et a > —1 un réel.
On dit que la suite (X;);en converge presque surement au sens de Cesaro
d’ordre « si la suite de variables aléatoires (V?),en+ définie par :

n

o . 1 a— )
V&= y ZZO: AOTIX;

converge presque strement, les coefficients A% étant définis par

a+1)...(a+n)
n!

AO[::<

n

e [’ordre de grandeur de A¢ est de n® lorsque n — +o0.

e Lorsque a = 1, et que les variables sont indépendantes et identi-
quement distribuées, on retrouve la loi forte des grands nombres de
Kolmogorov.

Pour o < 1, on a un résultat similaire :

Theoreme 2.2 :

Soit (X;)ien une suite de variables aléatoires réelles indépendantes, de
meéme loi, centrées, et 0 < a < 1 un réel. Les deux propriétés suivantes
sont équivalentes :

1. La suite (X;)ien converge (C,a) — p.s vers 0.
2. E|X,y|s < +oc.

Ce théoreme a été démontré dans le cas % < a < 1 par G.G. Lorentz;

dans le cas 0 < a < % par Chow et Lai en 1973, et par Y. Déniel et Y.

Derriennic en 1988 dans le cas o = %



2.2 La loi des grands nombres de Marcinkiewicz-Zygmund

Theoréeme 2.3 :
Soit (Xg)ren une suite de variables aléatoires réelles indépendantes, de

méme loi, centrées, et p € [1,2[ firé. Les deux propriétés suivantes sont
équivalentes :

1. La suite (nsl7p)neN*

2. E‘Xﬂp < +00

converge presque surement vers 0.



2.3 Martingales généralisées

Définition 2.4 Soit (€2, F,P) un espace probabilisé. Soit (F,,) une filtra-
tion, c¢’est—a—dire une suite croissante de sous—tribus de F. Notons 7 l'en-
semble des temps d’arrét bornés a valeurs dans N.
Soit (Z,) une suite de variables aléatoires intégrables adaptées a la filtra-
tion.

e On dit que (Z,,) est un amart si (EZ;),c7 converge dans R.

e On dit que (Zy,) est une quasimartingale si

> EIE(Zns1|Fn) = Zn| < +o00.
n=1

e Une quasimartingale est en particulier un amart.
e La réciproque est fausse.
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Proposition 3.1 :
Les deux propm'étés swvantes sont équivalentes :

I[P (P(X] > 1))7 di < +o0
2. Z 1+1/p < +00
n>1

ou u, désigne le quantile d’ordre 1 — % de X4, c’est—a—dire

1 1
= inf{a|P(Xi| < ¥) > 1 - =} = if{alP(X| > 2) < =},



4 Indications de démonstration de la propriété d’amart
sous la loi des grands nombres, pour la convergence
au sens de Cesaro généralisée.

4.1 Cas de variables (X,,) symétriques.

Vk € [[1,71]], Y, = Xk‘]-{|Xk|<n0‘} et Zpi == Xk]-{\Xk\>n0‘} .
Soient U,, et W, les sommes de Cesaro d’ordre « associées respectivement

a (Ynk)1<k<n et a (an)lgjgn-

On montre facilement que (W, F,,) est une quasimartingale, donc a fortiori
un amart.

On va montrer que (U,, F,) est un amart.

Soient N > M >0et 7€ 7,7 € [M,N]. On se donne un entier r vérifiant
les conditions (1 —a) > 1, 7> L et r > 4.

On applique I'inégalité de Holder :

N
UTdIP>| = U,,dP
T nz]\:/[ T=n
N 1
< (P(T =n))' " (E[U,[")"
n=M

Pour majorer E|U,|", on utilise I'inégalité de Rosenthal :



Theoréme 4.1 (Inégalité de Rosenthal) :
Soient (Xx)g=1.n n variables aléatoires réelles indépendantes centrées et
p > 2. Posons

My, = E|Xy [P
k=1

B, = zn:EXﬁ.
k=1

Alors ,
E|Sf < C(p) (Myn + B3 )

ot C(p) est une constante ne dépendant que de p.
a—1

On applique cette inégalité aux variables A Y ,;, de somme U,,.

AR

On montre que Bf/ 2 < n~” pour un B > 1 convenable.

1
Il reste a traiter M,., < c—FE|[Y1|"
J nro

On écrit
1 T 1 oo r—1
ElY.a|" = r " P(|[ Y| > z)dx
nra n?"O{ 0
1 «

N

nTOé

r/ " P(|1Xy| > 2)d.
0

On effectue le changement de variable u = -

1 ! X
E|lY1|" < 7“/ u P (M > u) du.
0

nT‘Oé nO{




d’ou

o0 1

1 a
n’r’ < Tl I[D -
> aEYn [ z ( = )
1 1
EX o
< 7“/ u ! | 11‘ du
0 U

1
< 400 car —+1—r<1.
a

Notons que 'on a utilisé le fait que si T est une v.a. positive,

E(T) = /O+OO P(T > z)dx

+oo ritl

= Z/ P(T > z)dx
i=0 /*
+00

> ) P(T>i+1).
i=0

Finalement, les séries ayant pour termes généraux #E\Yﬂ’" et # sont
1
convergentes, donc ((]E|Un|7")r> e,
n
On reprend alors le résultat obtenu plus haut en appliquant 'inégalité de

Holder :

N

| UTdIP| > n)! T (EU,]).

n=

ﬁ\»ﬁ

Comme ((IP’(T = n))l_i) € (771, le membre de droite de cette inégalité

est fini par I'inégalité de Holder dans £'.

Donc lim sup E(W,) = 0. La suite (W,,) est donc un amart.

M—+00 7>\



4.2 Cas de variables (X,) non nécéssairement symétriques.

Soient (X',) une suite de v.a. i.i.d., de méme loi que (X,,), indépendante
de la suite (X,,).

Soient (V,,) et (V') les sommes de Cesaro associées.

Alors le raisonnement précédent permet de montrer que (V,, — V') est un

amart pour la filtration (F,) ou F, est la tribu engendrée par les variables
Xy, . X, X, X,

Soit 7 € 7. On remarque que

/ V, -V, .dP = / VndP—/ V', dP
{r=n} {r=n} {r=n}

= / V,dP — P(T = n)E(V',)
{r=n}

= / V,dP
{r=n}

Le résultat attendu découle du fait qu’un temps d’arrét pour la filtration
(F,.) en est encore un pour la filtration (F)).
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