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Y. Kabanov, C. Stricker

10 septembre 2007

1



(Ω,F , (Ft)t≤1, P ). Soit C un cône dans Rd

dont l’intérieur contient le vecteur 1 = (1, ...,1).

S = (S)t≤1 est un processus continu adapté à

valeurs dans Rd ayant des composantes stricte-

ment positives. On note Σt := diagSt.

Quand M1
0(ΣC \ {0}) est non vide?

C’est-à-dire quand existe-t-il une martingale M

avec Mt ∈ L1(ΣtC\{0},Ft) pour tout t ∈ [0,1]?

Guasoni P., Rásonyi M., Schachermayer W.

Consistent price systems and face-lifting pric-

ing under transaction costs. Preprint, 2007.

2



H · ST :=
∑T

i=1 Hi∆Si

RT := {ξ : ξ = H · ST , H ∈ P}

NA: RT ∩ L0
+(FT ) = {0}

Ai,i+1 le support topologique de la loi condi-

tionnelle P i,i+1(dx, ω) de Si+1−Si par rapport

à Fi.

Theorème Il y a équivalence entre :

(a) RT ∩ L0
+ = {0};

(b) 0 ∈ ri conv Ai,i+1

(c) il existe une martingale strictement positive

et bornée Z = (Zt)t≤T vérifiant E(ZT ) = 1 telle

que le processus ZS soit une martingale.
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(Ω,F , P, (Ft)t=0,...,T ) Si > 0, i = 1, ..., d

V̂ i := V i

Si i = 1, ..., d

∆Vt := Vt − Vt−1

∆V i
t = V̂ i

t−1∆Si
t + ∆Bi

t, t = 0,1, ..., T, (1)

avec V i−1 = vi,

∆Bi
t :=

d∑

j=1

∆L
ji
t −

d∑

j=1

(1 + λ
ij
t )∆L

ij
t , (2)

∆L
ji
t ≥ 0 ∆Lii

t = 0

∆V̂ i
t = ∆Bi

t/Si
t
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∆Bi
t :=

∑d
j=1 ∆L

ji
t −

∑d
j=1(1 + λ

ij
t )∆L

ij
t

∆Bt ∈ L0(−Mt,Ft)

Mt(ω) := {x ∈ IRd : ∃ a ∈ Md
+ tel que

xi =
d∑

j=1

[(1 + λ
ij
t (ω))aij − aji], i ≤ d}

M∗ := {w ∈ IRd : wx ≥ 0 ∀x ∈ M}

= {w ∈ IRd : wj − (1 + λij)wi ≤ 0, 0 ≤ i, j ≤ d}
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Kt := Mt + IRd
+

VT ∈ L0(KT ,FT ) ssi ∃∆B̃T ∈ L0(−MT ,FT )

tel que ∀i V i
T + ∆B̃i

T ≥ 0

K∗ = M∗ ∩ IRd
+

M∗ := {w ∈ IRd : wx ≥ 0 ∀x ∈ M}

= {w ∈ IRd : wj − (1 + λij)wi ≤ 0, 0 ≤ i, j ≤ d}

1 = (1, ...,1) ∈ K∗
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Λ = 0

M∗ := {w ∈ IRd : wx ≥ 0 ∀x ∈ M}

= {w ∈ IRd : wj − (1 + λij)wi ≤ 0, 0 ≤ i, j ≤ d}

= {w ∈ IRd : wj ≤ wi, 0 ≤ i, j ≤ d}

=IR1

M = {w ∈ IRd : 1w = 0}

K = M + IRd
+ = {w ∈ IRd : 1w ≥ 0}

∆V i
t = V̂ i

t−1∆Si
t + ∆Bi

t V̄ := V 1

V̄ = H · S, VT ∈ L0(KT ,FT ) ⇔ V̄ ≥ 0
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NA V̄T ≥ 0 ⇒ V̄T = 0

VT ∈ L0(KT ,FT ) ⇒ VT = 0

EMM Il existe une martingale strictement pos-

itive (ρt) telle que ρS soit une martingale.

S1 ≡ 1, Z := ρS

C := K∗ =⇒ K̂∗ = ΣtC

Puisque K∗ = IR+1, EMM ⇔ il existe une mar-

tingale à valeurs dans riK̂∗
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σ ≥ τ

Aτ,σ le support topologique de la loi condition-

nelle P τ,σ(dx, ω) de Sσ − Sτ par rapport à Fτ .

H1: 0 ∈ ri conv Aτ,σ sur {τ < 1} pour tout

temps d’arrêt τ et σ tels que σ ≥ τ .

H2: Pour tout ε > 0 et tout temps d’arrêt τ ,

P (supτ≤r≤1 |Sr − Sτ | ≤ ε|Fτ) > 0 sur {τ < 1}.

Theorème: Sous H1 et H2, on a :

M1
0(intΣC) 6= ∅.
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(Ω,F , (Gn), P )

X = (Xn)n≥0 à valeurs dans Rd adapté

ξn = ∆Xn

Lemme : On suppose que

(i) Pour tout N le processus (Xn)n≤N vérifie

NA;

(ii) I{ξn=0} ↑ 1 ;

(iii) P (ξn = 0|Gn−1) > 0 sur {ξn−1 6= 0} pour

tout n ≥ 1.

Alors il existe une loi Q ∼ P telle que X soit

une Q-martingale bornée dans L2(Q).
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θ > 1 tel que Πd
i=1[1/θ, θ] ⊂ C

1/θ ≤ S̃i
t/Si

t ≤ θ tel que S̃ soit une Q-martingale

qui ne s’annule pas

Alors ZS̃ est une P -martingale à valeurs dans

l’intérieur de ΣC
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τ0 = 0

τn := inf{t ≥ τn−1 : max
i≤d

| lnSi
t−lnSi

τn−1
| ≥ ln θ}∧1

ν := max{n : τn < 1}

Xn := SτnI{τn<1} + SτνI{τn=1}

Gn := Fτn

S̃t := EQ(X∞|Ft) S̃τn = Xn
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