PENALISATION BROWNIENNE AVEC LE MAXIMUM
ET LE MINIMUM ET APPLICATION

Travail en commun avec B. Roynette (Nancy) et M. Yor (Paris VI).

1 Introduction

1.1 Notations
(Q = C(R,,R), (X})¢>o0, (ft)tzo) désigne I'espace canonique.

Xi(w) :=w(t), Vt>0.

(Py)zer est la collection des mesures de Wiener sur ’espace canonique.
En particulier, sous Py, (X;) est un mouvement brownien issu de 0.



1.2 Premier niveau du probléme de Skorokhod

Soit 1 une probabilité sur R possédant un moment d’ordre 1 et centrée :

/R!y!u(dy) < 00, /Ryu(dy) = 0.

Alors il existe un temps d’arrét T fini, standard (i.e. tel que (Xspr, s > 0)
est une martingale uniformément intégrable) et, sous Py, Xt a pour loi
1 (ce qui sera noté Xrp ~ p).

Introduisons :

S, :=maxX,, t>0.
u<t

Rappelons la solution donnée par Azéma et Yor (1979) : il existe une
fonction ¢, : [0, 00|— R telle que le temps d’arrét :

T, :=inf{t > 0; X; < ¢.(S1)},

est standard et X, ~ p.



1.3 Un probléme analogue pour les diffusions

Soit 1 une probabilité sur R. On supposera :

plx) = po(z)dz

avec (g de classe C! et strictement positive.
Alors, il existe une probabilité () sur (Q, .7-"00) telle que :

L[ pp(Xs)
X, =B, + —/ 0 ds
: : 2 Jo NO(XS)

ou (By) est un QQp-mouvement brownien issu de 0.
Avec des conditions supplémentaires portant sur pg on a :

X 9, 1, lorsque t — oo.



1.4 Second niveau du probléme de Skorokhod

Soit v une mesure de probabilité sur [0, co| xR vérifiant :

)
/ lylv(de, dy) < oo / yv(dx,dy) =0
[0,00[ xR [0,00[ xR
X (1)
cw([a,oo[xR) :/ liz>ayyv(de, dy)

[0,00[xR

\

D’aprés Rogers (1993), il existe un temps d’arrét 7' fini, standard tel

que :
(ST, XT) ~ UV

si et seulement si (1) a lieu.



1.5 Interprétation en terme de "diffusions"

Est-il possible de définir :
1. un processus (H,,u > 0) adapté,
2. une probabilité )y sur (Q, foo)

tels que :
t
1. Xt:BH-/ H,du, t>0,
(B¢) est un Qp-mouvement brownien issu de 0,

2.
(d)
3. (St, ) —> v, lorsque t — o0.



2 Pénalisations browniennes

2.1 L’objectif
Soit A € Fo = \/tZO F; tel que

Comment définir Py(-|A)?
Exemples
1. Soit Z := (Zy,Z5) une v.a. a valeurs dans R? et possédant une

densité. Soit A ={Z;, = 2z} ou z € R;
2. A={X;<a, Vt >0} ={Sx < a}, avec a > 0;
3. A={a< X; <3, Vt >0} ={l > a, S <0}, avec a <0 et

G >0 et

I; :==min X,, t>0.
u<t



2.2 Une approche par approximation

On suppose l'existence d’une famille d’événements (A;):>o telle que
1. Py(A;) > 0 pour tout ¢ > 0;
2. t — A; est décroissante : A; C A, lorsque t > s;

3A:ﬂ&.

Ce qui conduit a poser :

Q(A) := lim Py(A|A,).

t—00

Pour quels A ? Est-ce que PZ! est une probabilité ? Comment P dépend
de la famille (At)tZO 7

Lorsque A = {I, > a, S, < 3}, on choisit :

Ar={l; > «a, S, <G}



2.3 Rappels sur la pénalisation

On commence par remplacer 1,4, par Fj, ot (F}) est un processus sto-

chastique vérifiant :
0 < Ep|Fi| < oc.

Théoréme 1 On suppose :

(1) Eogflg] — M, ps. (Vs20), (2) Eo[M]=1

Alors :
1. (M) est une Py-martingale positive ou nulle.
2. Pour tout A\, € F, :

i B[10F
Q) = tl—m Ey | Fy)

= Eo|1a, M|

8. @ peut étre prolongée en une probabilité sur (2, Fu).



3 Reésultats préliminaires
Le but est de pénaliser la mesure de Wiener F, avec :
Ft:f(]t7st)7 tZO

avec f :] —00,0] x [0,00[— R a support compact.
Il s’agit dans un premier temps d’estimer :

t — Eo|f(I, )], t— oo.



On associe a f le réel :

K= sup{B — a; f(a, ) > O}.

%ﬂ’\/
¢
- Sup{)orm f
P
- Kg
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Proposition 2 On a :
E[f(]ta St)] = Ay(ao) + Av(ar)t + Ay(faz)t” + Ri(f)

avec

- g(a, B) ot
At(g) - /]oo,O]X[O,oo[ (ﬁ T 04)6 P { Q(ﬁ T &)2 }d&dﬁ

lag(t, o, B)| + |ai(t, a, B)| < Cte

a(t, a, B) = as(a, B) := 4n° sin (ﬂw—ﬁa)

t>1

812t }

|R:(f)| < Cte expq —
T
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Dans la suite nous allons nous restreindre aux deux cas suivants :

Cas 1
fla, 8) = F(a, 8)1{a>a0,8<60)

avec ag < 0, By > 0 et F : [ag, 0] x [0, By] — [0, co[ une fonction continue

telle que
F(Oé())ﬁ()) > 0.

Alors K¢ = By — ayp.

Cas 2
f(gaﬂ) — F(Oévﬁ)l{ﬁ—ozgc}

avec ¢ > 0 et F': |—c, 0] x [0, ¢] — |0, 00| une fonction continue telle que

/OCF(ﬁ—c,ﬁ)dﬁ>().

Alors Ky = c.
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2 x

‘%hfﬂ\ =z ‘f{)‘/g)/‘{ﬂ-x SC}

Figure de gauche (cas 1) : f(«, 8) = F(o, 5)1{a>a0,8<81}-
Figure de droite (cas 2) : f(o, 8) = F(o, 8)1p—a<c)-
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Proposition 3
1. Dans le cas 1 (f(a,B) = F(a, 8)lia>a0.8<8}), 0N @ :

B[#(05)] . SF(angysin (72 Yesp { - 5}

t=oo T Bo — v Bo — ap)?
2. Dans le cas 2 (f(a, B) = F(a, B)1{s—a<cr) 0N a :

47 T2t

E[f([t,St)} ~ —(/01 F(c(r—1),cr) Siﬂ(ﬂ"l“)d?“) t exp {_2_02}

t—o0 C2
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4 Pénalisation avec F; = f(I;, S;)

4.1 Etude du cas 1

Théoréme 4 Le principe de pénalisation peut étre appliqué :

Eo[ (11, S) | Ful

im _ 30,50
t—oo  Fy [f(]u St)]
et
MEoPo .= NP (y AT, ATg,), u>0
1 — X, 2
NooPo . — sin (W(ﬁo >) exp{ T > }, u >0
sin (W_ﬁo) Bo — ayg 2(Bo — )

Bo—ao

et

T, :=inf{t > 0; X; =x}.

Notons : S‘O’BO(AU) = Eo[lAuM{j‘O’ﬁO}, pour tout A, € F,.
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4.2 Etude du cas 2
Théoréme 5 Le principe de pénalisation peut étre appliqué :

Ey [f(]u St) ’fu} A

s Eo[f([tast)] o

et
M5 = N (uAb(c), t>0

1 (Iu—Xu+c)/c
Nie .— — / F(X, 4 c(r —1), X, + cr) sin(mr)dr
(Su—=Xu)/c

2

T U
xexp{ 2(:2}

O(c) :=inf{t >0; S; — I, =c}, p(F):= /0 F((c(r—1), cr)dr.

Notons : g’C(Au) = [1,\qu’0}, pour tout A, € F,.
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5 La loi de (X;) sous Q2™ et Q|

Théoréme 6 Sous Q0™

1. (Xy) est un processus de diffusion :

X, = B; — " /t cot (ﬂ(ﬁo _ Xu))du,
0

50—&0 50—050

ot (By) est un Q5™ -mouvement brownien issu de 0.

2. On a :
ag < Xy < By, Vt>0

et
I =0, S = Do

3. X; converge en loi, t — 0o vers la probabilité de densité :

0,80 L 2 . W(ﬁo T CC)
P () = o sin® (T g ) (@)

17



Remarque On a :

Xy

50—040

Iy
2 )y O

(ﬁO _ Xu)

t T
/cot(
0

50—040

(ln po‘o’ﬁo) (Xy)du.

)du
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Proposition 6 Dans le cas 2 (f(a, B) = F(a, B8)1{s—a<cr) 0N a :

g’c(') = Cp(lF) /Oc F(8 — ¢, B)sin (?)Qg_c’ﬁ(-)dﬁ.

Corollaire 7 Sous Q"
Il <X, <S80 Vi>0et Soy— I = c.

St + I St + I
S X — ) converge

en loi vers la probabilité a support dans |[—c/2,¢/2] X |—c/2,c/2)]
et de densité :

cp(F)F(I B 5) . (ﬂ_:)} 8 E cos’ (W_(;yﬂ

Sy + I

2. Lorsque t tend vers oo, le couple (

Nota :

est le milieu de 'intervalle [I;, Sy].
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6 Retour aux diffusions

Soit ¢ une mesure de probabilité sur | — oo, 0] x [0, oo| ne chargeant pas
(0,0). Soit :

Qi() = / 5 () u(da, dB),
]—00,0] % [0,00]

la probabilité sur (£2, Fo.) ou Qg"ﬁ est associée a la pénalisation obtenue
dans le cas 1 (i.e. Fy = 1{1,>a,5,<5})
Notons que si

o, d5) = —z (8 = c,B)sin (72)d-ldo) T(3)d3

alors
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Soit ¢ une mesure de probabilité sur | — oo, 0] x [0, oo| ne chargeant pas
(0,0)

Proposition 8 Sous Qf :
1. Le processus (I, Sy, X;) est Markovien.

2. (I;,Sy) converge p.s. lorsque t — 00 wvers (Is,Ss) €t la loi de
(1o, So0) €St .
3. (a) Le triplet (I;,S;, X;) converge en loi lorsque t — oo vers la
probabilité \ sur | — oo, 0] x [0, co[xR :

Nda, dB, dzx) == p**(z)p(de, dB)dz
9 _
p™B(z) = e sin? (W(ﬁﬁ_ (jj))l[a,ﬁ](f)
(b) En particulier, (S, X;) converge en loi lorsque t — oo wvers
la probabilité :

0

v(dg,dx) == (/ po"ﬁ(x)u(da,dﬁ))daz

— 00
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