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Une bréve introduction au modele

Objectif

Le mode

Décrire le phénomene de coexistence de phases a |I'équilibre en
milieu aléatoire. Applications a la dynamique.
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Le modele d'Ising

Modele ferromagnétique : sur Z9, on dispose des spins oy € +1.
g

Hp(o) = — Z a5

{xyreEN)

Deux états d'energie minimale : +1 et —1, sur tout le domaine.

Mesure de Gibbs

Température inverse 5 =1/T > 0.

() = 5 exp (~3Hn(0) .
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Transition de phase

Transition de phase

L'aimantation mg = limN,uj\“N(ao) est strictement positive pour 3
assez grand, d > 2.

T=1/8

T.=1/8.
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Coexistence de phases

Les deux phases du modéle d'Ising

Pour 8 > (., les configurations de spins ont une certaine structure
sous ut : c'est la phase plus. Aimantation moyenne mg > 0. La
phase moins est symétrique de la phase plus.

Cristal de Wulff (Dobrushin, Kotecky, Shlosman (1992), Pfister

(1991), loffe, Schonmann (1998), Bodineau (1999), Cerf (2000))
On prend 3 > Bc, m < mg et on montre que

+ —mg < . 1l x€EN

+mg aimantation dans
A, N\ grand cube.
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Pourquoi le milieu aléatoire

Motivations physiques
@ Modéliser les défauts des structures cristalines

@ Etudier les phénomenes ferromagnétiques dans les alliages

Quelques questions

@ Conséquences du milieu aléatoire sur la transition de phase?

o Effets de I'aléa sur les interfaces

@ Et sur la dynamique
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Le modele d'Ising dilué

Hamiltonien

Hp(o) = — Z I @
{xy}eE(N)

Les Jy,,, {x,y} € E(Z?) sont i.i.d. sous P, et J, 3 € [0,1] p.s.

Interpretation

Les interactions entre spins ne sont plus uniformes.
Par exemple : P(Jy,, = 1) =1 —P(Jy,, = 0)=p.
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Diagramme de phase

Mesure de Gibbs
Température inverse 3 =1/T > 0, réalisation J pour le milieu.

({ }) exp ﬁ Z JX,yUXO-y ; J~P

{xyreEN)

P

Transition de phase
T.(p) Phase paramagnétique

Phase de Griffiths

T, T
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Les mesures quenched et annealed

Les combinaisons de P et p/:t

o Mesure quenched : on étudie p?* pour J typique sous P.
Correspond, dans le cas de métaux, a un refroidissement brutal
(la trempe) qui gele sur place les impuretés.

@ Mesure annealed : c'est P x ,uJ”L, i.e. on moyenne sur le milieu
aléatoire. Correspond a un refroidissement lent : les impuretés
s'adaptent aux contraintes.
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La notion de phase

Les phases du modele d'Ising dilué

Sous une hypothese de percolation par tranches (Pisztora (1996))

Il existe (¢;), ¢i € {—1,0,1} telle que
@ ¢; # 0 implique que I'aimantation sur le bloc de taille K centré
en Ki est proche de mgo;

@ Pour K assez grand, le processus des sites ou la phase est
bien définie domine stochastiquement la percolation par site de
haute densité.

K est une échelle mésoscopique.

Notre résultat

Mémes conclusions. Difficulté : la mesure annealed n'est pas Gibbs.
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La notion de tension superficielle

La tension superficielle est I'énergie libre d'une interface normale a

n, par unité de surface.

Définition

Etant donné J et une boite R
1 7+
J R
TR = Ta1l98 S 7 R
L ZR OR

_ 1 log 127 3 interface
o L d-1 EHR dans R

v
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La notion de tension superficielle
Convergence

Tension superficielle Grandes déviations
Concentration

A basse température

Convergence

Sous-additivité

Comme dans le cas uniforme (Messager, Miracle-Solé, Ruiz (1992)),
la tension superficielle est sous-additive

Théoreme
Si Ry est une suite de parallelélépipedes rectangles d'orientation n,
de base N9~ et de hauteur N, alors

g .
TRy N:;O 79(n) en P-probabilité.
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Convergence

Sous-additivité

Comme dans le cas uniforme (Messager, Miracle-Solé, Ruiz (1992)),
la tension superficielle est sous-additive

Théoreme

Si Ry est une suite de parallelélépipedes rectangles d'orientation n,
de base N9~ et de hauteur N, alors

g .
TRy N:;O 79(n) en P-probabilité.

Tension annealed

. 1 J0 [ 3 interface
a = - ) < 79(n).
72(n) Ill\rln NI log Epz, < dans Ry > < 79(n)
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Grandes déviations

Par le haut
Les déviations supérieures ont un N\\\\ suface | volume |

NN ordre de |ordre de, §\\\x

/

ordre de volume : Ve > 0,

\\

maz
7

/////

. 1
I|Arlnm|ogP(T7J2N 27’"—}-6) > 0. .

Par le bas
Les déviations inférieures ont un ordre de surface : V7 # 7

mln

1
Sn(r) = Jim ——5— logP (7w < 7).

Marc Wouts — LPMA - Paris 7 & Paris X Le modele d'Ising dilué




de tension superficielle
ce
Tension superficielle srandes déviations
Concentration
A basse température

Une borne inférieure sur le colit des déviations

. 1
/n(T) = l|im —W |OgI|ED (TRN < T) 0

N—oo

Concentration de la mesure

Si P satisfait une inégalité de log-Sobolev, alors, pour Lebesgue-
presque tout G > 0, dc > 0 tel que, pour r > 0 assez petit,

In(T9(n) — r) > cr?.
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de tension superficielle

Tension superficielle
goncenhat\on
A basse température

\

A basse température

Théoreme
Si P(Je > 0) =1, alors
o 72(n)/f3 tend vers J™"||n||;.

e 79(n)/3 tend vers le temps de premier passage de P suivant
n' (flux maximal si d > 3)

Corollaire

Si P(Je > J™M) > pc(d), alors 72 < 79 A basse température.
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Profil d'aimantation

Phase locale

On se donne K échelle mésoscopique. Profil d'aimantation

1
x €1[0,1]9 — Mg(x) = d Z 0z

ZGA,-(X)

oll Ajy = {1,..., K} + Ki(x) tel que A,y « contient » Nx.
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Probabilité d'une forme donnée

Le cristal de Wulff

Coexistence de phases

Forme des crist: asse température

Macroscopique — microscopique

U C [0,1]9 de périmetre fini, xy = 1yc—1y et V(xu, €) le voisinage
de xy dans L1. Alors

Hay <mﬁ EV(><u,e)> = exp< N /a*UT (nx)d5>
Epyt Mx eV(xu,€)) =~ exp|-—N91 72(ny)ds
HAN mﬁ XU> — p P X

Coexistence de phases

Conséquences

@ Pas de coexistence sous p?t ou Eul*. Nécessité de la
contrainte de volume.

@ Probleme isopérimétrique : il faut minimiser |'intégrale sous une
contrainte de volume.
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Le cristal de Wulff

Théoreme (Wulff (1901), Taylor (1978), Fonseca (1991))

Etant donnée T positive, d’extension homogene convexe, les formes
qui minimisent [, , 7(nx)ds sous la contrainte de volume Vol(U) =
1 sont, a translation pres,

W:a{xeRd:x-ngT(n)}

avec « € (0, 00) tel que Vol(W) = 1.
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Coexistence de phases

Théoreme

Sous une hypothése de percolation par tranches, et pour ¢ > 0,
m < mg assez proche de mg et K assez grand :

Nlinoo Fay mg € LZJV(XZ+amW‘77€) mAy <M | =

en P-probabilité, et :

. M
lim (]E/,LX’,\T) T; € UV(XZ_i_amWa’E) mpa,, <m| = 1.

N—oo
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Coexistence de phases

Forme des cristaux a basse température

A partir des asymptotiques sur la tension superficielle a basse
température :

Théoreme

Supposons P(Je > 0) = 1. Alors, lorsque  — oo :

@ Le cristal de Wulff quenched tend vers le cristal du temps de
premier passage pour P (flux maximal si d > 3)

@ Le cristal annealed converge vers le cube unité.
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Dynamique de Glauber

Définition
On met a jour le spin o¢(x) en x avec un taux 1, suivant la mesure
de Gibbs sur {x} pour la condition au bord o;. La mesure p?'* est
réversible pour la dynamique.

Chafne de Markov (o). +(x) est le spin en x € Z9 au temps t > 0.
On note

EJP

I'espérance associée a la chaine partant de I'état initial p.
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Définitions
Heuristique

Borne inférieure

Dynamique de Glauber

Autocorrélation moyenne

A(t)=E / [E22(04(0)) — 1 (o(0))| i (o)

Quelques résultats et conjectures

Ising uniforme Ising dilué

B < B exp(—ct) exp(—ct)
Griffiths - exp <_C(|og t)ﬁ) )

exp(—cvt) d=2 N—"

B> B exp(—ct) d=>3 ®) >t (°)

?Cesi, Maes, Martinelli (1997)
bConjectures : Fisher, Huse (1987)
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Heuristique

Etat initial : la tension est

réduite sur le bord de wyp, N HT N N
et on a coexistence ini- TN
tiale suivant ug.

Bl
3

N —mg

+mg

@ Probabilité sous P :

exp (—Ndilfr(uo)) avec Z"(up) = / I (T77(x))ds

O* ug
@ Probabilité sous p/ :

exp (—Nd_l}"’(uo)) avec F'(up) = / 7" (x)ds

0* ug
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Heuristique

@ La relaxation nécessite la disparition de la goutte initiale
@ On montre que I'évolution de la forme est continue dans L.

Energie superficielle réduite
Fr(u) = / 7 (x)ds +/ 79(ny)ds
O* uNd* ug O*u\O* ug
Surcoiit pour décrocher I'interface

K" (up) = infsup F"(ut) — F"(wp).
t

Métastabilité

La goutte a une durée de vie exp (Nd_llCr(uo)).
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Dynamique de Glauber

Borne inférieure sur |'autocorrélation

AR = B [ [E27(0:0)) - 1 (o(0)| di’ (o)
> P x p? (condition initiale)

tant que
t <exp (NdillC’(uo)) .
On choisit alors N en fonction de t, ce qui donne :

_ Z"(ug)+F " (ug)

Alt) >t KT(uo)
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Théoreme

Sous une hypotheése de percolation par tranches :

= in
t—oo  logt (uo,mr)€IC K" (uo)

@ Z"(up) colit de la réduction de la tension superficielle
e F"(up) colit de la coexistence initiale, pour la t.s. réduite

@ K" (up) surcoiit de décrochement.

Un peu de géométrie

@ Sile bord de ug est Ct etsi 77 < 79 —¢, on a K (up) > 0

o A basse température : si 0 < P(Je = 0) < 1 — pc(d),
décroissance comme —C/3 pour (3 grand.
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